TURUNAN FUNGSI

(y’ atau f'(x) atau ﬂ )
dx

Hal-hal yang perlu diingat untuk menyelesaikan turunan fungsi aljabar adalah :
1. (a+b)? =(a? +2ab+b?)
2. (a-b)’ =(a? -2ab+b?)

m
3. va" =a"
1 _
4. —m=am
a
m\" — ,mn
5 1a") =a
6. ama"=a™"
7. am":a"=a™"
8. (a)" =a™md™

©
7\
olo
N—
3

Il
cr|m
3 3

10. a° =1,dengana # 0
11. (a-b)a+hb)=a*-b?

A. Turunan Fungsi Aljabar
Rumus turunan fungsi aljabar
1. f(x) = ax"

f(x) = amx™*
2. f(x) =alX
f(x)=a
3. f{x)=a
f(x)=0
Rumus turunan fungsi aljabar bentuk sederhana
4. f(x) =u v
fx)=uv+ulV
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Contoh :
1. Tentukan turunan dari f(x) = 2x* + 3x —4 !

3
2. Tentukan turunan dari f(x) = x2 !

3. Tentukan turunan dari f(x) = (x — 2)? !
4. Tentukan turunan pertama fungsi f(x) = (2x - 1) (x + 2) !

x2+2xI

5. Tentukan turunan pertama fungsi f(x) =

Penyelesaian :
1. Diketahui f(x) = 2x3 + 3x —4 !
Jawab :
f(x) =2x>+3x—4
f(x) =2 Bx*t+3mx* -0
f'(x) = 6x° + 3
3

2. Diketahui f(x) = x2 !

Jawab :

f(x) = xg

f@z@@ﬁﬂ
F(x) = @jxﬁi-ij
P(x) = (gjx@

f(x) = g\/}
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SH

P(x) =

. Diketahui f(x) = (x — 2)?!

Jawab :

f(X) = (x=2)>=x*—4x + 4

f(x) = x> —4x + 4
f(x) =23t —4ax*t + 0
f(x)=2x—-4

. Diketahuif(x) = (2x—-1) (x + 2) !

Jawab :

fx)=2x-1) (x +2)

Misal : u=(2x-1)
v=(X+2)

Maka :

fX)=u v+ulV

fX)=20x+2)+(2x-1) 1L

FX)=(2x+4) + (2x-1)
f(X) =(4x +3)

2
. Diketahui f(x) = 2%
Jawab :
2
fx) = X2,
Misal : u=x?+2x
V=X
Maka :
£00 u'lv —ulv'
X =
V2

S u=2x+2

Vv =1
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(2x+2)x - (x2 + ZX)EIL

F(x) = N
f0) = (22 + 2x2<; (x2 +2x)
o) = x> +0
(X) - X2
Px) =1

B. Turunan Fungsi Trigonometri

Rumus fungsi trigonometri :

1. i[cosx] =-sinx
dx

2. i[sin x| = cosx
dx

3. i[tanx] =sed x
dx
Rumus-rumus yang lain :

d = —
4. &[ctg x| = —coseéx
5. i[sec:x] = —secx[fanx
dx
d = —
6. &[cosem] = —cosex[etgx
7. %[sin(ax + b)] =acodax+h)
8. %[cos(ax + b)] = —asin(ax +b)

9. %[tan(ax +b)| = —aseé x(ax +b)
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Contoh :
Tentukan turunan fungsi berikut :
1. f(x) = 2x + sin x
2.y=3+cos X
3. f(x) =2 sin x + 4 cos X
4. f(xX) = x [kin x
5. f(x) = sin x [os X
Jawab :
1. Diketahui f(x) = 2x + sin x
Jawab :
f(x) = 2x + sin x

f'(x) =2 + cos x

2. Diketahuiy = 3 + cos x

Jawab :

y =3+ Cos X
y'=0 + (- sin x)
y' =-sin x

3. Diketahui f(x) = 2 sin x + 4 cos x
Jawab :
f(x) =2 sin x + 4 cos X
f(x) =2 (cos x) + 4 (- sin X)
f(X) =2 cos x - 4 sin x

4. Diketahui f(x) = x [kin x
Jawab :
f(x) = x [Bin x
Misal : u=x -u=1

V =Sin X - V' =CoSs X
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Maka :
fX)=u v+ulV
f'(x) = 1 [Bin x + X [Tos X

f'(X) = sin X + X cOS X

5. Diketahui f(x) = sin x [os x

Jawab :

f(x) = sin x [os x

Misal : u=sin x
V = COS X
Maka :

fX)=u v+ulVv

— U’ =cos X

- V =-sin X

f'(x) = cos x [Los x + sin x [} sin X

f(X) = cos® x — sin® x

C. Aturan dalil rantai untuk mencari turunan fungsi

dy_dy
dx du

g h 0
dv dt dz dx

Contoh :

1. Tentukan turunan pertama fungsi y = (2x* + 3x)°

Jawab :
y = (2x% + 3x)°

Misal :  u=2x?+ 3x L
dx

5 dy

=u N

y du

=4x +3

=5u*

16

(v=feo= )



_ Oy fu
du dx
y' = 5u (4x +3)
y' = 5(2x% + 3x)* [(4x + 3)
y' = (2x% + 3x)* [{20x + 15)
y' = (20x + 15) (2x* + 3x)*

. Tentukan turunan pertama fungsiy = (4x + 5)3
Jawab :

y = (4x+5)°

y' =3 4x +5)°' ™

y' =12 (4x + 5)?

. Tentukan turunan pertama fungsi f(x) = \/(x2 +3.)3 !

Jawab :
f(x) = \/(x2 + 3)3 = (x2 + 3)2

f(x) = g[ﬁxz +3)§‘1 2x = 3x(x2 +3)%

F(x) = 3x/ (x2 +3)
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D. Interval naik dan turun
Untuk menentukan interval fungsi f(x) naik atau turun adalah :
1. Jkaf(x)>0 - fungsi f naik
2. Jikaf(x)<0 - fungsi f turun
3. Jikaf(x)=0 - fungsi f tidak naik dan tidak turun (stationer)

Contoh :

Tentukan interval f(x) naik, turun, dan koordinat titik stationer dari
f(x)=2+x> 1y
3
Jawab :
f(x)=2+x> —%x3 S fr(x)=2x-x?

&5 f(x) naik jika f'(x) >0

2X — x>0
Xx(2-x)>0
Harga nol : s s e ! I
TN N\
x=0atau2-x=0 N ~
0 2
X=2
Jadi, f(x) naik pada interval : 0 <x <2
&5 f(x) turun jika f'(x) <0
2x—x?<0
e —»
X(2-x)<0 i) v 44 i
Harga nol : ., an
0 2

x=0atau2-x=0
X=2

Jadi, f(x) naik pada interval : x < 0 atau x > 2
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&5 f(x) stationer jika f'(x) =0
2x—x*=0
Xx(2-x)=0
Harga nol :

x=0ataux=2

Untuk x = 0 maka nilai y =2+ x* —%xe’ -

Untuk x = 2 maka nilai y =2+ x* —%xe’ -

Jadi koordinat titik stationernya (0, 2) dan (2, %)).

y=2+0?-=0°
y=2
y=2+22-=2°
,- 10

3

35 T T T T
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f'(x)=2x - x?

E. Menggambar grafik fungsi aljabar
Cara menggambar grafik fungsi aljabar suku banyak adalah sebagai
berikut:
1. Tentukan titik potong dengan sumbu koordinat.
2. Tentukan titik-titik stationer dan jenis-jenisnya.
3. Tentukan beberapa titik pada kurva untuk memperhalus gambar.
4

. Gambarlah kurva berdasarkan hasil pada point 1, 2 dan 3 diatas.

Contoh :
. 1, 7,
Gambar grafik y = f(x):éx X +12x-5 |

Jawab :
Langkah 1 : Menentukan titik potong dengan sumbu koordinat.

a. titik potong dengan sumbu X, diperoleh jikay =0
LTy +12¢-5=0
3 2

dalam hal ini titik potong dengan sumbu X sukar ditentukan.
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b. titik potong dengan sumbu Y, diperoleh jikax =0
y:}03_102+12m_5=_5
3 2

titik potong dengan sumbu Y adalah (0, -5)

Langkah 2 : Menentukan titik stationer dan jenisnya.

Dari y=f(x)= %xe’ —gxz +12x-5 maka f'(x)=x?-7x+12.
Nilai stationer dicapai jika f'(x) = 0, sehingga :

= X*-7x+12=0

- (x-3)(x-4)=0

= Xy =3ataux, =4

Nilai-nilai stationernya :

Untuk x; = 3 maka f (3) :%33—232 +12[3—5:8%

Untuk x, = 4 maka f(3) :%43 —%42 +12m—5:8%

f(x) naik jika f'(x) > 0, maka :

X’ -7x+12>0 +4+ - +4+
Fany Jan
(x-3)(x-4)>0 N <~
3 4
x<3ataux>4
f(x) turun jika f'(x) < 0, maka :
X2 —=7x+12<0 +++ e +4++
O T\
-3)x-4)<0
(x-3x-4 O

3<x<4
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Tanda-tanda f'(x) disekitar x =3 dan x = 4

Berdasarkan bagan diatas maka :

5 f(3) = 8% merupakan nilai balik maksimum, sebab f'(x) berubah tanda dari
positif menjadi negatif.

=z f(3) = 8% merupakan nilai balik minimum, sebab f'(x) berubah tanda dari

negatif menjadi positif.

Langkah 3 : Ambil beberapa titik tertentu untuk memperhalus kurva

X 1 2 3 4 5
f(x) 3§ 72 81 8l 91
6 3 2 3 6
Langkah 4 : Beberapa titik yang diperoleh dari langkah-langkah diatas

digambar pada bidang cartesius, sehingga diperoleh grafik

yang diminta.
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Titik balik
maksimum

4,8
balik
mum

Titik

min
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F. Menentukan Nilai Stationer
Misalkan y = f(x) maka turunan keduanya adalah y” = f"(x).
&5 Jika y” < 0, maka kurva f cekung (terbuka) ke bawah.

25 Jika y” > 0, maka kurva f cekung (terbuka) ke atas.

Contoh :

Tentukan interval dimana grafik y = f(x) = 2x* — 3x*> — x +13
a. cekung ke atas

b. cekung ke bawah

Jawab :
y = f(x) = 2x* — 3x® — x +13
y' = 8x3—6x -1

y' = 24x° — 6 = 6 (4x* 1)
a. y cekung ke atas jikay” > 0,
6 (4x* 1) >0
6 (2x+1)(2x-1)>0

1 1
X< —— atau x> —
2 2

Jadi kurva f cekung ke atas pada interval x < —% atau x > %

b. y cekung ke bawah jika y’ <0,
6 (4x* 1)< 0
6(2x+1)(2x-1)<0

1 1
- <x< =

Jadi kurva f cekung ke bawah pada interval —% <x< %

Misalkan f'(a) =0 :
25 Jika f’(a) < 0, maka f(a) merupakan nilai balik maksimum fungsi f.
&5 Jika f’(a) > 0, maka f(a) merupakan nilai balik minimum fungsi f.

25 Jika f’(a) = 0, maka nilai stationer fungsi f tidak dapat ditentukan.
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Contoh :

Tentukan nilai-nilai stationer fungsi f(x) = x> — 6x* + 9x + 1

Jawab :

f(x) =x°—6x° + 9x + 1

f(x) = 3x° —12x + 9

f'(x) = 6x — 12

Titik-titik stationer diperoleh jika f'(x) = 0, maka :

3 -12x+9=0

x> —4x+3=0

x=1)(x-3)=0

Xx=1ataux=3

Untuk x =1, maka f(1)=1°-6.1°+9.1+1=5

Untuk x =3, makaf(3)=3*-6.32+9.3+1=1

Jadi nilai-nilai stationer f(x) adalah 5 dan 1.

(1) =6.1-12 =-6 <0, maka f(1) = 5 merupakan nilai balik maksimum.
f'(3) =6 .3 -12 =6 >0, maka f(3) = 1 merupakan nilai balik minimum.

135

1251
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T

nar
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1

f(x)=8x%-6x-1

f(x) =2x* -3x* - x +13

I L I I [ 1 L
04 02 0 02 04 06 08

f'(x) =24x° -6
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f(x) =x®-6x*+9x +1

0
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f(x) =3x*-12x+9
20

25 T T T

20

10p f'(x) =6x -12
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G. Gradien dan Persamaan Garis Singgung pada Kurva
Gradien garis singgung pada kurva y = f(x) di x = a adalah :

m = f'(a)
I
dx

Contoh :

1. Tentukan gradien dari kurva y = x* — 4x + 1 dititik (3, -2) !

2. Tentukan persamaan garis singgung kurva y = x* — 3x + 3 dititik (2, 1) !

Jawab :
1. y=x—4x+1
y=2x-4
titk (3,-2) - (X, )

maka gradiennya adalah

m=y’
m=2x-—-4
m=2.3-4
m=6-4=2

2. y=x*-3x+3
y =2x-3

titik (2, 1) - (X, Y)

maka gradiennya adalah

m=y’

m=2x-3

m=2.2-3=1

Persamaan garis singgung melalui (2, 1) dengan m = 1 adalah
(Y - y1) =m (X —X1)

y-1)=1.(x-2)

y—-1=x-2

y=x-1
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SOAL LATIHAN TURUNAN

1. y=x*—-5x+6

y' =7

2. f(x) =x° - 3x* +1
f(2) =7

3. f(X) = 2x/x + X
f(x)="7?

4. f(x) = x/x +x&/x +x
P(x) = ?

5. y= X—:’;
y =7

6. f(X) = xJx
f(x) = ?

2

7. f(x) = XX+1
f(x) = ?

8. f(x) = R/x? +8Yx®
(1) =72

9. f(x) = (2x3 = 5) (X° + 2)
f(x) = ?

10. f(x) = 3x? +x—%+x—22
f(x)="7?

_ 2

=22
dy _
adx
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

y'=?

Suatu fungsi ditentukan dengan f(x) = ax® + bx +c. Jika f(1) = 6,

f(0) =2 danf(1) = 4.
Tentukan a, b dan ¢ ?
f(x) = x . cos x
f(x)="7?

f(x) =4 + 3 sin x
f(x)="7?

f(x) =4 .tan x
f(x)="7?

f(x) = sin (2x* = X)
f(x)="7?

f(x) = cos x . (sin x +1)
f(x)="7?

f(x) = x? +2 4 sinx
X

F(x) = ?
y =x3. sin x
ﬂ:')
ax

1+sinx
COS X

f(x) = ?

f(x) =

Persamaan garis singgung y = 2x* + 3x + 1 pada titik (1, 6)

adalah ...

Persamaan garis singgung y = 5x* + 2x -12 pada titik (12, 2)

adalah ...
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4
24. Gambar grafik fungsi f(x):x7 -2x? +4 adalah ...
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